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Пояснительная   записка
Практические  занятия  служат  связующим  звеном  между  теорией  и  практикой. Они необходимы для закрепления теоретических знаний, полученных на уроках теоретического обучения, а так же для получения практических знаний.  Практические задания выполняются обучающимися самостоятельно, с применением знаний и умений, полученных на уроках, а так же с использованием необходимых пояснений,  полученных от преподавателя  при выполнении практического задания. К практическому занятию от обучающегося требуется предварительная подготовка, которую он должен провести перед  занятием. Список литературы и вопросы, необходимые при подготовке, обучающийся получает перед занятием из методических рекомендаций к практическому занятию.
Согласно учебного плана  и рабочей программы для специальности 230113  «Компьютерные системы и комплексы» по  учебной дисциплине «Теория вероятностей и математическая статистика» предусмотрено 60 часов на проведение практических занятий. Каждое занятие проводится в течение 2-х часов.
Настоящие материалы разработаны с учетом рабочей программы, составленной   на   основе федерального государственного образовательного стандарта (ФГОС) среднего профессионального образования.
Выполнение обучающимися практических занятий направлено на:
- обобщение, систематизацию, углубление теоретических знаний;
- формирование умений применять полученные знания в практической деятельности; 
- развитие аналитических, проектировочных, конструктивных умений; 
- выработку самостоятельности, ответственности, точности и творческой инициативы.
В результате освоения учебной дисциплины обучающийся должен 
уметь:
 - вычислять вероятность событий с использованием элементов комбинаторики;
 - использовать методы математической статистики;
знать:
 - основы теории вероятностей и математической статистики;
 - основные понятия теории графов.
Практические занятия выполняются по следующим темам дисциплины «Теория вероятностей и математическая статистика»:
Раздел 1.  Теория вероятностей.
Раздел II. Математическая статистика.

Практическое занятие № 1.

Решение комбинаторных задач, вычисление вероятностей событий. Решение практических задач с применением вероятностных методов.

Цель: отработка умений и навыков в решении комбинаторных задач. Уметь вычислять вероятность событий. Научить применять вероятностные методы для решения практических задач.
Задачи: 
• развитие творческого профессионального мышления; 
• познавательная мотивация; 
• овладение языком науки, навыки оперирования понятиями; 
• овладение умениями и навыками постановки и решения задач;
• углубление теоретической и практической подготовки; 
• развитие инициативы и самостоятельности студентов.


Обеспечение практического занятия:
Теоретический материал методической рекомендации к практической работе.
Учебник. Богомолов Н.В. «Математика». – М.: Дрофа, 2012.
Индивидуальные карточки с вариантом практической работы.

Ход практического занятия.
1. Формулирование темы занятия, пояснение связи темы с другими темами учебной дисциплины;
2. Проверка готовности студентов к занятию;
3. Проведение непосредственно занятия согласно тематике и в соответствии с рабочей программой дисциплины:
› Изучить теоретический материал по теме «Решение комбинаторных задач, вычисление вероятностей событий. Решение практических задач с применением вероятностных методов».
› Рассмотреть примеры решения типовых заданий.
› Выполнить самостоятельную работу.
› Ответить на контрольные вопросы.

Теоретические сведения и методические рекомендации по решению задач.

Основы комбинаторики.                          
Комбинаторика, это раздел математики в котором изучается вопрос о том, сколько различных комбинаций, подчиненных тем или иным условиям можно составить из конечного числа различных элементов. Комбинации, отличающиеся друг от друга составом элементов или их порядком называются соединениями различают три вида соединений.

Предварительно познакомимся с понятием факториала.
Произведение всех натуральных чисел от 1 до   включительно, называют - факториалом и пишут 

Размещениями называются соединения составленные из n-различных элементов по m-элементам, которые отличаются друг от друга либо составом элементов либо их порядком.
     
Перестановками называют соединения составленные из одних и тех же n-элементов, которые отличаются друг от друга только их порядком размещения
     
     
Сочетаниями называются соединения составленные из n-различных элементов по m- элементам, которые отличаются друг от друга хотя бы одним элементом.
     
Сочетания с повторениями это такие соединения состоящие из n-различных элементов по m-элементам отличающиеся друг от друга или хотя бы одним элементом или тем что хотя бы один элемент входит различное число раз
     

Правило суммы
Если некоторый объект А может быть выбран из совокупности объектов М способами, а объект В N способами, то выбор либо объекта А либо объекта В может быть осуществлен М+N способами.
     
Правило произведения
Если объект А может быть выбран из совокупности объектов М способами, а после такого выбора объект В может быть выбран N способами, то пара объесков А и В могут быть выбраны А*В способами.
                   
Основные понятия теории вероятностей
Событием называется любой исход опыта, различают следующие виды событий:
-           случайные
-           достоверные
-           невозможные
Понятие достоверного и невозможного события используется для количественной оценки возможности появления того или иного явления, а с количественной оценкой связана вероятность.
События называется несовместными в данном опыте если появление одного из них исключает появление другого.
События называется совместными если появление одного из них не исключает появление остальных.
Несколько событий образуют полную группу событий если в результате опыта обязательно появится хотя бы одно из них.
Если два несовместных события образуют полную группу они называются  противоположными.
События называется равновозможными, если появление ни одного из них не является объективно более возможным чем другие.

Пример. В урне находится 8 пронумерованных шаров (на каждом шаре поставлено по одной цифре от 1 до 8). Шары с цифрами 1, 2, 3 красные, остальные – черные. Появление шара с цифрой 1 (или цифрой 2 или цифрой 3) есть событие, благоприятствующее появлению красного шара. Появление шара с цифрой 4 (или цифрой 5, 6, 7, 8) есть событие, благоприятствующее появлению черного шара.
Два события называются равновероятными (или равновозможными), если нет никаких объективных причин считать, что одно из них может наступить чаще, чем другое. 
Так, например, появления герба или надписи при бросании монеты представляют собой равновероятные события. 
Свойство1. Вероятность достоверного события равна единице.
Свойство2. Вероятность невозможного события равна нулю.
Свойство3. Вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между нулем и единицей.
Итак, вероятность любого события удовлетворяет двойному неравенству .
Пример. В урне 10 пронумерованных шаров с номерами от 1 до 10. Вынули один шар. Какова вероятность того, что номер вынутого шара не превосходит 10?
Решение. Пусть событие А = (Номер вынутого шара не превосходит 10). Число случаев благоприятствующих появлению события А равно числу всех возможных случаев m=n=10. Следовательно, Р(А)=1. Событие А достоверное.
События называются неравновозможными,  если появление хотя бы одного из них является более возможным чем другие.

Случаями называются несовместные равновозможные и образующие полную группу события.

Вычисление вероятностей                        
1.        классический способ
2.        геометрический
3.        статистический
Первые два способа называются способами непосредственного подсчета вероятности, а классический основан на подсчете числа опытов, благоприятствующих данному событию среди всех его возможных исходах.
                        
Основы теории вероятности                        
Суммой событий Аi называется событие С состоящее в появлении события А или события В или их обоих вместе.
Суммой события А и В называется событие С заключенное в выполнении хотя бы одного из названых событий.
Произведением нескольких событий называется событие заключающееся в совместном выполнении всех этих событий.
     
Теорема умножения вероятностей
Событие А называется зависимым от события В если его вероятность меняется в зависимости от того произошло событие В или нет.
Для независимых событий условная и безусловная вероятность совпадают.
Вероятность появления двух зависимых событий равна произведению вероятностей одного из них на вероятность другого вычисленную при условии, что первое событие имело место.
Р(А*В)=Р(А)*Р(В/А)=Р(В)*Р(В/А)
Вероятность произведения нескольких событий равна произведению вероятностей этих событий причем вероятность каждого следующего события вычисляется при условии, что все предыдущие имели место.
Р(А1;А2.Аn)=Р(А1)*Р(А2/А1)*Р(Аn/А1,А2.Аn-1)
     
Теорема сложения вероятностей совместных событий
Вероятность суммы двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления.
Р(А)+Р(В)=Р(А)+Р(В)-Р(А*В)
     
Вероятность появления хотя бы одного события
Вероятность появления события А заключающееся в наступлении хотя бы одного из независимых совокупностей событий .А1,А2.Аn равна разности между единицей и произведением вероятности противоположных
событий А1,А2.Аn 
Р(А)=1-q1*q2*.*qn
     
Формула полной вероятности
Пусть событие А может появиться вместе с одним из образующих полную группу попарно несовместных событий Н1,Н2.Нn, называемых гипотезами, тогда вероятность события А вычисляется как сумма произведений вероятностей каждой гипотезы на вероятность события А при этой гипотезе
     
     
Формула Бейса
Пусть имеется полная группа попарно несовместных гипотез Н1,Н2….Нn с известными вероятностями появления. В результате проведения опыта появилось некоторое события А, требуется переоценить вероятности гипотез при условии, что событие А произошло
     

Повторение опытов
Несколько опытов называются независимыми, если вероятность одного или иного из исходов каждого их опытов не зависит от того какие исходы имели другие опыты.
     
Теорема. Если производится n независимых опытов в каждом из которых событие А появляется с одинаковой вероятностью р, причем то тогда вероятность того, что событие А появится ровно m раз определяется по формуле.
Формула Бернули
     
Формула Бернули применяется в тех случаях, когда число опытов невелико, а вероятности появления достаточно велики.

Решение комбинаторных задач

        1. Охарактеризовать  события, о которых идет речь в приведенных заданиях как достоверные, невозможные или случайные.
1) Ученик  задумал натуральное число. Событие состоит в следующем:
а) задумано четное число (случайное);
б) задумано нечетное число (случайное);
в) задумано число, не являющееся ни четным,  ни нечетным      (невозможное, так как любое натуральное число либо четное, либо нечетное);
г) задумано число, являющееся четным или нечетным (достоверное).
2) В мешке лежат 10 шаров: 3 синих, 3 белых и 4 красных. Охарактеризовать следующее событие:
а) из мешка вынули 4 шара и они все синие (невозможное, в мешке только 3 синих шара);
б) из мешка вынули 4 шара и они все красные (случайное);
в) из мешка вынули 4 шара, и все они оказались разного цвета (невозможное, в мешке шары только трех разных цветов);
г) из мешка вынули 4 шара, и среди них не оказалось шара черного цвета  (достоверное – в мешке нет черных шаров).
        2. Бросают игральный кубик, то есть небольшой куб, на гранях которого нанесены очки 1, 2, 3, 4, 5, 6. При бросании игрального кубика на его верхней грани может выпасть одно очко, два очка, три очка и т. д. Каждый из этих исходов является случайным. Какова на ваш взгляд вероятность выпадения 4 очков? 
Решение:  Р(А) = m/n, Р(А) = 1/6).
        3. Какова вероятность появления четных очков при одном бросании игрального кубика?
Решение: Пусть А – событие «выпадет четное число»  n =6, так как число возможных исходов 6 (1; 2; 3; 4; 5; 6);  n =3, так как только 3 четных очка (2; 4; 6;). Значит Р(А) = 3:6 = 0,5.
        4. Из карточек составили слово «статистика». Какую карточку с буквой вероятнее всего вытащить? Какие события равновероятные?
Решение: Всего в слове статистика 10 букв. Буква «с» встречается 2 раза – P(с) = 2/10 = 1/5; буква «т» встречается 3 раза – P(т) = 3/10; буква «а» встречается 2 раза – P(а) = 2/10 = 1/5; буква «и» встречается 2 раза – P(и) = 2/10 = 1/5; буква «к» встречается 1 раз – P(к) = 1/10. Вероятнее всего вытащить карточку с буквой «т». Вероятность одинакова у букв «с», «а», «и»:  P(с) = Р(а) = Р(и) = 2/10 = 1/5.

Какими двумя способами решаются комбинаторные задачи?
Геометрический способ:
- способ перебора различных комбинаций (дерево возможных вариантов)
Правило умножения:
 - при помощи логических рассуждений. 
Задачи на перебор возможных комбинаций называется комбинаторными.
Комбинаторика – раздел математики, посвященный решению задач на перебор различных вариантов, удовлетворяющим каким-либо правилам или условиям. 
        5. Запишите все трехзначные числа, для записи которых употребляются только цифры 1 и 2. 
Решение:  В записи числа на первом месте может стоять цифра 1 или 2, на втором  месте также одна из двух цифр 1  и 2. На третьем месте также можно записать либо 1 либо 2. получили восемь чисел:  
 111, 112, 121, 122, 122, 212, 221, 222 
6. Несколько стран решили использовать для своего государственного флага символику в виде трех горизонтальных полос одинаковой ширины разных цветов: красного, белого, зеленого. Сколько стран могут использовать такую символику?
Решение:
1 способ.  Построим дерево различных вариантов.  
1 полоса                                  б                               к                            з
2 полоса                               к      з                       б     з                    б    к
3 полоса                               з       к                      з     б                     к    б
Итого получилось 6 вариантов.
2 способ.  Для первой полосы есть 3 варианта, для второй полосы – 2 варианта, для третьей – 1 вариант. Если умножить 3 на 2 на 1, то получится 6. Такой же ответ получился при помощи дерева вариантов. Про второй способ рассуждений говорят так: мы использовали правило умножения (или правило произведения). 
7. Сколькими способами можно завернуть  2 подарка в обёрточную бумагу, если есть неограниченное количество этой бумаги серебристого, золотого, красного и  голубого  цветов и для каждого подарка можно взять бумагу только одного цвета.
Решение:
1 способ – 12 вариантов, дерево возможный вариантов.
     1 подарок             с                  з                 к                г
     2 подарок        с з к г        с з к г        с з к г        с з к г  
2 способ - правило умножения 4х3 = 12. 
Правило умножения:
Пусть 1 элемент можно выбрать К способами, 2 элемент можно выбрать М способами. Тогда пару чисел можно выбрать  К*М способами.
Если есть тройка элементов: 1 – К, 2 – М, 3 – Л,  то тройку элементов можно выбрать  К*М*Л  способами. 
        8. Сколько предложений можно составить из слов:  я, смогу, решить, задачу?
	[bookmark: 403fa652b0086438c3598e0135513665d547b542][bookmark: 0]Я смогу решить задачу.
Я смогу задачу решить.
Я решить задачу смогу.
Я решить смогу задачу.
Я задачу смогу решить.
Я задачу решить смогу.
Смогу я решить задачу.
Смогу я задачу решить.
Смогу решить я задачу.
Смогу решить задачу я.
Смогу задачу решить я.
Смогу задачу я решить.
	Решить задачу я смогу.
Решить задачу смогу я.
Решить я смогу задачу.
Решить я задачу смогу.
Решить смогу я задачу.
Решить смогу задачу я.
Задачу решить смогу я.
Задачу решить я смогу.
Задачу смогу я решить.
Задачу смогу решить я.
Задачу я смогу решить.
Задачу я решить смогу.


        9. Несколько стран решили использовать для своего государственного флага символику в виде трех полос разного цвета – белого, синего, красного. Сколько стран могут использовать такую символику при условии, что у каждой страны свой флаг?
Таблица вариантов
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Дерево вариантов
3. Правило умножения
1 полоса 3 способа
2 полоса 2 способа
3 полоса 1 способ
3 ∙ 2 ∙ 1 = 6
Ответ: 6 способов.
10. Восемь друзей решили провести турнир по шашкам так, чтобы каждый сыграл с каждым одну партию. Сколько партий будет сыграно?
Решение: Каждый игрок должен сыграть по 7 партий. Рассмотрим случаи, когда игроки не повторяются. Первый должен сыграть 7 партий (со 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 игроками), второй – 6 партий (с 3, 4, 5, 6, 7, 8 игроками), третий – 5 партий (с 4, 5, 6, 7, 8 игроками), четвертый – 4 партии (с 5, 6, 7, 8 игроками), пятый – 3 партии (с 6, 7, 8 игроками), шестой – 2 партии (с 7, 8 игроками), седьмой – 1 партия (с 8-м игроком). Отсюда, количество партий: 7+6+5+4+3+2+1=28.
11. Сколько трехзначных чисел можно составить из цифр 1, 3, 5, 7, используя в записи числа каждую из них не более одного раза?
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11. Имеется девять различных книг, четыре из которых – учебники. Сколькими способами можно расставить эти книги на полке так, чтобы все учебники стояли рядом?
Решение: Сначала будем рассматривать учебники как одну книгу. Тогда на полке надо расставить не 9, а 6 книг это можно сделать Р6 способами. В каждой из полученных комбинаций можно выполнить Р4 перестановок учебников. Значит, искомое число способов расположения книг на полке равно произведению Р6·Р4 = 6! ·4! = 720·24 = 17280.
Ответ: 17280 способов.
12. В столовой имеются три первых блюда, пять вторых блюд и два третьих. Сколькими способами, ученик  может выбрать обед, состоящий из первого, второго и третьего блюд?
Решение. Первое блюдо можно выбрать 3 способами. Для каждого выбора первого блюда существует 5 возможностей выбора второго блюда. Значит, первые два блюда можно выбрать 3·5 способами. Наконец, для каждого выбора третьего блюда, т.е. существует 3·5·2 способов составления обеда из трех блюд. Итак, обед из трех блюд может быть составлен 30 способами.
 13.Сколько трехзначных чисел можно составить  из цифр 1;4;7?
Решение:  Для того чтобы не пропустить и не повторить ни одно из чисел, будем выписывать их в порядке возрастания. Сначала запишем числа, начинающиеся с цифры 1, затем с цифры 4 и, наконец, с цифры 7. Получаем следующий расклад.
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        147;174;417;471;714;741
      14. (ЕГЭ) В урне лежат одинаковые шары: 5 белых, 3 красных и 2 зелёных. Саша вынимает один шар. Найдите вероятность того, что он окажется зелёным.
Решение: Всего в урне лежит 5+3+2=10 шаров, из них 2 – зелёных. Вероятность того, что вынутый шар окажется зелёным, равна 2:10=0,2.
         15. (ЕГЭ) В коробке находятся 7 красных шаров, 13 белых шаров и 6 голубых шаров. Определите вероятность того, что наудачу взятый из коробки шар окажется белым.
Решение: Всего в коробке 7+13+6=26 шаров, из них13 – белых. Вероятность того, что наудачу взятый из коробки шар окажется белым, равна 13:26=1:2=0,5.
          16. (ЕГЭ) Из города А в город В можно добраться поездом, самолётом и на автомобиле. Из города В в город С можно добраться только поездом и самолётом. Пассажир выбирает для себя транспорт случайным образом. Какова вероятность того, что этот пассажир, добравшийся из города А в город В, воспользовался в обоих случаях самолётом?
Решение: По правилу произведения получаем, что добраться из города А в город С через город В можно 3∙2=6 способами. Вероятность того, что пассажир, добравшийся из города А в город В, воспользовался в обоих случаях самолётом, равна 1:6.
         17. (ЕГЭ)  В заключительном этапе велосипедной гонки участвуют равные по профессиональной квалификации спортсмены: 5 велосипедистов общества «Динамо», 4 велосипедиста общества «Буревестник», 6 велосипедистов общества «Зенит». Найдите вероятность того, что первым финиширует спортсмен общества «Зенит».
Решение: Всего в велосипедной гонке участвуют 5+4+6=15 спортсменов. Из них 6 – велосипедистов общества «Зенит». Вероятность того, что первым финиширует спортсмен общества «Зенит», равна 6:15=2:5=0,4.
          18. В урне находится 10 шаров, из них 6 белых и 4 черных шара. Вынули из урны 2 шара. Какова вероятность того, что оба шара - белые?
Решение: Рассмотрим событие А – оба вынутых шара белого цвета.
Число всевозможных исходов равно количеству выборок 2 шаров из 10. Выборка без возвращения и без повторения, поэтому . Число исходов, благоприятствующих наступлению события А равно числу вариантов извлечения 2 белых шаров из 6, поэтому . Тогда .
Ответ: .

         19. В секретном замке на общей оси 4 диска, каждый из которых разделен на 5 секторов, на которых написаны различные цифры. Замок открывается, если диски установлены так, что цифры на них составляют определенное четырехзначное число. Найти вероятность того, что при произвольной установке дисков замок будет открыт.
Решение: Рассмотрим событие А – замок будет открыт. Это событие равносильно тому, что цифры на дисках составляют определенное число.
Так как варианты набора цифр на дисках образуют выборку с возвращением (цифры могут повторяться) упорядоченную (при смене порядка цифр получается другое число), Благоприятный исход у этого события только один, поэтому 
m = 1. Тогда 

        20. Набирая номер телефона, абонент забыл последние 3 цифры и, помня лишь, что эти цифры различны, набрал их на удачу. Найти вероятность того, что набраны нужные цифры.
Решение: Пусть событие А – набран верный номер. Тогда число всевозможных исходов равно числу трехзначных чисел, составленных из различных цифр. Так как в этом случае мы имеем выборку без возвращения (цифры различны), но упорядоченную (меняя цифры местами, получаем новое число), то Исход, благоприятствующий наступлению события А только 1. Поэтому 
       21. В почтовом отделении имеются открытки 6 видов. Какова вероятность того, что среди 4 проданных открыток все открытки различны?
Решение: Пусть событие А - все проданные открытки различны.
Тогда число всевозможных исходов равно числу вариантов выбора 4 открыток. Эта выборка с возвращением (выбранные открытки могут быть одинаковые), неупорядоченная (так как важен лишь состав выборки, а не то, в каком порядке отобраны открытки). Значит Число исходов, благоприятствующих наступлению события А, есть число способов, которыми можно выбрать 4 различные открытки из 6 видов. Так как открытки теперь различны, то эта неупорядоченная выборка без повторения, значит Тогда 
Ответ: 

Задачи для самостоятельного решения
Задача 1. Абонент забыл последнюю цифру номера телефона и поэтому набирает её наугад. Определить вероятность того, что ему придётся звонить не более чем в 3 места. 
Задача 2.  Абонент забыл последние 2 цифры телефонного номера, но помнит, что они различны и образуют двузначное число, меньшее 30. С учетом этого он набирает наугад 2 цифры. Найти вероятность того, что это будут нужные цифры. 
Задача 3. Шесть шаров случайным образом раскладывают в три ящика. Найти вероятность того, что во всех ящиках окажется разное число шаров, при условии, что все ящики не пустые. 
Задача 4. На шахматную доску случайным образом поставлены две ладьи. Какова вероятность, что они не будут бить одна другую? 
Задача 5. Шесть рукописей случайно раскладывают по пяти папкам. Какова вероятность того, что ровно одна папка останется пустой? 
Задача 6. Цифры 1, 2, 3, …, 9, выписанные на отдельные карточки складывают в ящик и тщательно перемешивают. Наугад вынимают одну карточку. Найти вероятность того, что число, написанное на этой карточке: а) четное; б) двузначное. 
Задача 7. На полке в случайном порядке расставлено 40 книг, среди которых находится трехтомник Пушкина. Найти вероятность того, что эти тома стоят в порядке возрастания номера слева направо, но не обязательно рядом. 
Задача 8. На каждой из пяти одинаковых карточек напечатана одна из следующих букв: "а", "м", "р", "т", "ю". Карточки тщательно перемешаны. Найти вероятность того, что на четырех вынутых по одной карточке можно прочесть слово "юрта". 
Задача 9. Ребенок имеет на руках 5 кубиков с буквами: А, К, К, Л, У. Какова вероятность того, что ребенок соберет из кубиков слово "кукла"? 
Задача 10. Из 1000 ламп 380 принадлежат к 1 партии, 270 – ко второй партии, остальные к третьей. В первой партии 4% брака, во второй - 3%, в третьей – 6%. Наудачу выбирается одна лампа. Определить вероятность того, что выбранная лампа – бракованная.
Задача 11. Из 30 стрелков 12 попадает в цель с вероятностью 0,6, 8 - с вероятностью 0,5 и 10 – с вероятностью 0,7. Наудачу выбранный стрелок произвел выстрел, поразив цель. К какой из групп вероятнее всего принадлежал этот стрелок? 
Задача 12. Сотрудники отдела маркетинга полагают, что в ближайшее время ожидается рост спроса на продукцию фирмы. Вероятность этого они оценивают в 80%. Консультационная фирма, занимающаяся прогнозом рыночной ситуации, подтвердила предположение о росте спроса. Положительные прогнозы консультационной фирмы сбываются с вероятностью 95%, а отрицательные – с вероятностью 99%. Какова вероятность того, что рост спроса действительно произойдет? 
Задача 13 В группе спортсменов лыжников в 2 раза больше, чем бегунов, а бегунов в 3 раза больше, чем велосипедистов. Вероятность выполнить норму для лыжника 0,9, для бегуна 0,75, для велосипедиста - 0,8. Найти вероятность того, что спортсмен, выбранный наугад, выполнит норму. 
Задача 14. В двух урнах находится соответственно 4 и 5 белых и 6 и 3 чёрных шаров. Из каждой урны наудачу извлекается один шар, а затем из этих двух наудачу берется один. Какова вероятность, что это будет белый шар? 
Задача 15.  В 8 “а” классе лучше всех математику знают 5 учеников: Вася, Дима, Олег, Катя и Аня. На олимпиаду по математике нужно отправить пару, состоящую из 1 мальчика и 1 девочки. Сколькими способами учительница может эту пару выбрать?
 Задача 16.  В соревнованиях по фигурному катанию принимали участие россияне, итальянцы, украинцы, немцы, китайцы и французы.
Задача 17.. В 9 “б” классе 6 человек (Галя, Света, Катя, Оля, Максим, Витя) учатся на все пятерки. Департамент образования премировал лучших учащихся путевками в Анапу. Но, к сожалению, путевок всего четыре. Сколько возможно вариантов выбора учеников на отдых?
 Задача 18.  Пете на день рождения подарили 7 новых дисков с играми, а Вале папа привез 9 дисков из командировки. Сколькими способами они могут обменять 4 любых диска одного на 4 диска другого?
 Задача 19.  Войсковое подразделение состоит из 5 офицеров, 8 сержантов и 70 рядовых. Сколькими способами можно выделить отряд из 2 офицеров, 4 сержантов и 15 рядовых?
Задача 20. В ювелирную мастерскую привезли 6 изумрудов, 9 алмазов и 7 сапфиров. Ювелиру заказали браслет, в котором 3 изумруда, 5 алмазов и 2 сапфиров. Сколькими способами он может выбрать камни на браслет?
 Задача 21.  На выборах победили 9 человек - Сафонов,  Николаев,  Петров,  Кулаков,  Мишин,  Гусев,  Володин, Афонин,  Титов. Из них нужно выбрать председателя, заместителя и профорга. Сколькими способами это можно сделать?
Задача 22. В районе построили новую школу. Из пришедших 25 человек нужно выбрать директора школы, завуча начальной школы, завуча среднего звена и завуча по воспитательной работе. Сколькими способами это можно сделать?
 Задача 23. В студенческом общежитии в одной комнате живут трое студентов Петя, Вася и Коля. У них есть 6 чашек, 8 блюдец и 10 чайных ложек (все принадлежности отличаются друг от друга). 
 Задача 24. В кабинете заведующего ювелирного магазина имеется код,  состоящий из двух различных гласных букв русского алфавита, за которой следуют 3 различные цифры. Сколько вариантов придется перебрать мошеннику, чтобы раздобыть драгоценности, которые там хранятся?
 Задача 25.  Сколькими способами можно составить трехцветный флаг из полос разной ширины, если имеются материи из 8 тканей?
 Задача 26. В 9 классе 15 предметов. Завучу школы нужно составить расписание на субботу, если в этот день 5 уроков. Сколько различных вариантов расписания можно составить, если все уроки различные?
 Задача 27. В огороде у бабушки растут 3 белые, 2 алые и 4 чайных розы. Сколькими различными способами можно составить букет из трех роз разного цвета?
 Задача 28.   К 60-летию Победы группа школьников отправилась по местам боевых действий в Смоленской области. Они планировали осуществить поход по маршруту деревни Сосновка-Быковка-  Масловка- Видово. Из С в Б можно проплыть по реке или пройти пешком, из Б в М- пешком или на автобусе, из М в В - по реке, пешком или автобусе.  Сколько вариантов похода есть у школьников?

Контрольные вопросы по теме
1. Что называется, n-факториалом?
2. Перечислите основные задачи комбинаторики.
3. Что называется, перестановками?
4. Запишите формулу для числа перестановок из m элементов.
5. Что называется, размещениями?
6. Запишите формулу числа размещений из m элементов по n.
7. Что называется, сочетаниями?
8. Запишите формулу числа сочетаний из m элементов по n.
9. Какие события называются достоверными? Приведите примеры.
10. Какие события называются невозможными? Приведите примеры.
11. Что называется, вероятностью события?
12. Какие события называются несовместными? Приведите примеры.
13. Чему равна сумма несовместных событий?
14. Какие события, называются противоположными? Приведите примеры.
15. Как формулируется теорема сложения вероятностей?
16. Чему равна сумма вероятностей противоположных событий?
17. Как формулируется теорема умножения вероятностей?
18. Какая величина называется случайной?
19. Какая случайная величина называется дискретной?
20. Что называется, законом распределения случайной величины?
21. Какой закон распределения называется биномиальным?
22. Что называется, математическим ожиданием дискретной случайной величины?
23. Что называется, дисперсией случайной величины?
24. Что понимается под законом больших чисел?

Практическое занятие № 2
Математическая статистика
Математическая статистика - это раздел прикладной математики, в котором рассматриваются методы отыскания законов и характеристик случайных величин по результатам наблюдений и экспериментов.
Основные задачи математической статистики.
Создание методов сбора и группировки обрабатываемого статистического  материала, полученного в результате наблюдений за случайными процессами.
Разработка методов анализа полученных статистических данных.
Получение выводов по данным наблюдений.
Анализ статистических данных включает оценку вероятностей события, функции распределения вероятностей или плотности вероятностей, оценку параметров известного распределения, оценку связей между случайными величинами.
Математическая статистика опирается на теорию вероятностей и в свою 
очередь служит основой для разработки методов обработки и анализа статистических результатов в конкретных областях человеческой деятельности.


Выборка и ее распределение
Генеральная совокупность и выборка
Основными понятиями математической статистики являются генеральная совокупность и выборка.
Определение. Генеральная совокупность – это совокупность всех мысленно возможных объектов данного вида, над которыми проводятся наблюдения с целью получения конкретных значений определенной случайной величины.
Генеральная совокупность может быть конечной или бесконечной в зависимости от того, конечна или бесконечна совокупность составляющих ее объектов.
Не следует смешивать понятие генеральной совокупности с реально существующими совокупностями. Например, на склад поступила продукция некоторого цеха за месяц, что является реально существующей совокупностью, которую нельзя назвать генеральной, поскольку выпуск продукции можно мысленно продолжить сколь угодно долго.
Определение. Выборкой (выборочной совокупностью) называется совокупность случайно отобранных объектов из генеральной совокупности.
Выборка должна быть репрезентативной (представительной), то есть ее объекты должны достаточно хорошо отражать свойства генеральной совокупности.
Выборка может быть повторной, при которой отобранный объект (перед отбором следующего) возвращается в генеральную совокупность,  и бесповторной, при которой отобранный объект не возвращается в генеральную совокупность.
Применяют различные способы получения выборки.
Простой отбор – случайное извлечение объектов из генеральной совокупности с возвратом или без возврата.
Типический отбор, когда объекты отбираются не из всей генеральной совокупности, а из ее «типической» части.
Серийный отбор – объекты отбираются из генеральной совокупности не по одному, а сериями.
Механический отбор - генеральная совокупность «механически» делится на столько частей, сколько объектов должно войти в выборку и из каждой части выбирается один объект. 



Число  объектов генеральной совокупности и число  объектов выборки называют объемами генеральной и выборочной совокупностей соответственно. При этом предполагают, что  (значительно больше).

Вариационные ряды
Полученные различными способами отбора данные образуют выборку, обычно это множество чисел, расположенных в беспорядке. По такой выборке трудно выявить какую-либо закономерность их изменения (варьирования).
Для обработки данных используют операцию ранжирования, которая заключается в том, что результаты наблюдений над случайной величиной, то есть наблюдаемые значения случайной величины располагают в порядке возрастания.


Пример 1. Дана выборка:   

 Проведем ранжирование  выборки :    

После проведения операции ранжирования значения случайной величины объединяют в группы, то есть группируют так, что в каждой отдельной группе значения случайной величины одинаковы. Каждое такое значение называется вариантом. Варианты обозначаются  строчными буквами латинского алфавита с индексами, соответствующими порядковому номеру группы  .
Изменение значения варианта называется варьированием.
Определение. Последовательность вариантов, записанных в возрастающем порядке, называется вариационным рядом. 


Число, которое показывает, сколько раз встречаются соответствующие значения вариантов в ряде наблюдений, называется частотой или весом варианта и обозначается , где - номер варианта. 








Отношение частоты данного варианта к общей сумме частот называется  относительной частотой или частотностью (долей) соответствующего варианта и обозначается   или   , где  - число вариантов. Частотность является статистической вероятностью появления варианта . Естественно считать частость  аналогом вероятности появления значения  случайной величины .




Определение. Дискретным статистическим  рядом называется ранжированная совокупность вариантов  с соответствующими им частотами  или частотностями.
Дискретный статистический ряд удобно записывать в виде табл.1.

Таблица 1  (для примера 1)
	

	1
	2
	3
	4
	7
	

	

	2
	2
	3
	1
	2
	
 ;

	

	

	

	

	

	

	
.



Характеристики дискретного статистического ряда:

Размах варьирования  .

Мода   - вариант, имеющий наибольшую частоту 

( в примере 1.    ).

Медиана  - значение случайной величины, приходящееся на середину ряда.


Пусть   - объем выборки. 




Если , то есть ряд имеет четное число членов, то  . Если , то есть ряд имеет нечетное число членов, то  .

( в примере 1.   ).

Если изучаемая случайная величина  является непрерывной или число значений   ее велико, то составляют интервальный статистический ряд.

Сначала определяют число интервалов , в зависимости от объема выборки, с помощью табл.2. 

Таблица 2.
	Объем выборки
	25-40
	40-60
	60-100
	100-200
	более 200

	Число интервалов
	5-6
	6-8
	7-10
	8-12
	10-15




Затем определяют длину  частичного интервала :



,     где  - шаг ;   - число интервалов.
Более точно шаг  можно рассчитать с помощью формулы Стерджеса:



,     число интервалов  .
Если шаг окажется дробным, то за длину интервала берут ближайшее целое число или ближайшую простую дробь (обычно берут интервалы одинаковые по длине, но могут быть интервалы и разной длины). 


За начало первого интервала рекомендуется брать величину , а  конец последнего должен удовлетворять условию . Промежуточные интервалы получают, прибавляя к концу предыдущего интервала шаг.
Просматривая результаты наблюдений, определяют сколько значений случайной величины попало в каждый конкретный интервал. При этом в интервал включают значения, большие или равные нижней границе интервала, и меньшие – верхней границы.

В первую строку таблицы статистического распределения вписывают частичные промежутки . 	 


Во второю строку статистического ряда вписывают количество наблюдений (где )  попавших в каждый интервал; то есть частоты соответствующих интервалов.
Подсчет частот для каждого интервала удобно проводить методом «конвертиков». Этот метод состоит в том, что попадание значения случайной величины в тот или иной интервал, отмечается точкой, а также и черточкой. В результате каждому десятку будет соответствовать фигура, похожая на конверт.



При вычислении интервальных частотностей округление результатов следует производить таким образом, чтобы сумма частотностей была равна 1. 



Иногда интервальный статистический ряд, для простоты исследований,  условно заменяют дискретным. В этом случае серединное значение  -го интервала принимают за вариант , а соответствующую интервальную частоту  - за частоту этого варианта.

Эмпирическая функция распределения
Пусть получено статистическое распределение выборки и каждому варианту из этой выборки поставлена в соответствие его частотность.



Определение.  Эмпирической функцией (функцией распределения выборки) называется функция , определяющая для каждого значения  частотность события ,  

 , 




- где  - объем выборки,  - число наблюдений, меньших  .



При увеличении объема выборки частотность события  приближается к вероятности этого события.	Эмпирическая функция  является оценкой интегральной функции  в теории вероятностей.


Функция  обладает  теми же свойствами, что и функция :

1. ;

2.  -неубывающая функция;  


3. , .

Пример 2. 
Построить эмпирическую функцию и ее график по данным табл.1







Рис. 1

Эмпирическая плотность распределения


Для интегральной функции распределения  справедливо приближенное равенство:   ,

где - дифференциальная функция распределения (функция плотности вероятности).

Потому естественно выборочным аналогом функции  считать функцию:

 ,




где  - частотность попадания наблюдаемых значений случайной величины  в интервал . Таким образом, значение  характеризует плотность частотности на этом интервале.

Пусть наблюдаемые значения непрерывной случайной величины представлены в виде интервального вариационного ряда.

Полагая, что  - частотность попадания наблюдаемых значений в интервал 



,  где  - длина частичного интервала, выборочную функцию плотности  можно задать соотношением 




где   - конец последнего - го интервала.

Так как функция  является аналогом распределения плотности случайной величины, площадь область под графиком этой функции равна 1.

Графическое изображение статистических  данных
Статистическое распределение изображается графически с помощью полигона и гистограммы.




Определение. Полигоном частот называют ломаную, отрезки которой соединяют точки с координатами ; полигоном частотностей – с координатами , где , .
Полигон служит для изображения дискретного статистического ряда.
Полигон частотностей является аналогом многоугольника распределения дискретной случайной величины в теории вероятностей. 


Определение. Гистограммой частот (частотностей) называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основания которых расположены на оси   и длины их равны длинам частичных интервалов , а высоты равны отношению:


	 -  для гистограммы частот;  	 -  для гистограммы частотностей.

Гистограмма является графическим изображением интервального ряда.

Площадь гистограммы частот равна , а гистограммы частотностей равна 1.
Можно построить полигон для интервального ряда, если его преобразовать в дискретный ряд. В этом случае интервалы заменяют их серединными значениями и ставят в соответствие интервальные частоты (частотности). Полигон получим, соединив отрезками середины верхних оснований прямоугольников гистограммы. 

Пример 3.  Дана выборка значений случайной величины  объема 20:
12,  14,  19,  15,  14,  18,  13,  16,  17,  12
18,  17,  15,  13,  17,  14,  14,  13,  14,  16
Требуется:      - построить дискретный вариационный ряд;



- найти размах варьирования , моду , медиану ;
- построить полигон частотностей.

Ранжируем выборку: 12,  12,  13,  13,  13,  14,  14,  14,  14,  14, 
15,  15,  16,  16,  17,  17,  17,  18,  18,  19.
Находим частоты вариантов и строим дискретный вариационный ряд (табл.3)

Таблица 3.
	
Значения вариантов
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	

	
Частоты 
	2
	3
	5
	2
	2
	3
	2
	1
	


	
Частотности 
	

	

	

	

	

	

	

	

	





По результатам таблицы 3 находим: 



,  ,   

Строим полигон частостей.



Рис. 2                                                                       

Пример 4.  Результаты измерений отклонений от нормы диаметров
50 подшипников дали численные значения (в мкм), приведенные в табл. 4.

Таблица 4.
	-1,760
	-0,291
	-0,110
	-0,450
	0,512

	-0,158
	1,701
	0,634
	0,720
	0,490

	1,531
	-0,433
	1,409
	1,740
	-0,266

	-0,058
	0,248
	-0,095
	-1,488
	-0,361

	0,415
	-1,382
	0,129
	-0,361
	-0,087

	-0,329
	0,086
	0,130
	-0,244
	-0,882

	0,318
	-1,087
	0,899
	1,028
	-1,304

	0,349
	-0,293
	0,105
	-0,056
	0,757

	-0,059
	-0,539
	-0,078
	0,229
	0,194

	0,123
	0,318
	0,367
	-0,992
	0,529



Для данной выборки: -  построить интервальный вариационный ряд;
-  построить гистограмму и полигон частотностей. 

Строим интервальный ряд. 


По данным таблицы 4 определяем:   ;  

Для определения длины интервала   используем формулу Стерджеса: 

.

Число интервалов .





Примем  =0,6 ,  .
За начало первого интервала примем величину 

.
Конец последнего интервала должен удовлетворять условию: 

.


Действительно,   ;   .

Строим интервальный ряд (табл. 5).                                                                                                    
Таблица 5.
	Интервалы
	

	

	

	


	Подсчет частот
	

	

	

	


	
Частоты 
	2
	6
	11
	15

	
Частости 
	

	

	

	




	Интервалы
	

	

	

	

	Подсчет частот
	

	

	

	

	
Частоты 
	11
	3
	2
	
;

	
Частости 
	

	

	

	
.




Строим гистограмму частотностей.


Рис.3

Вершинами полигона являются середины верхних оснований прямоугольников гистограммы. 
Убедимся, что площадь гистограммы равна 1.








Практическое занятие № 3
Числовые характеристики выборки.
Выборочное среднее. Выборочная дисперсия. 
Выборочное среднее квадратическое отклонение.

В теории вероятностей определили числовые характеристики для случайных величин, с помощью которых можно сравнивать однотипные случайные величины. Аналогично можно определить ряд числовых характеристик и для выборки. Поскольку эти характеристики вычисляются по статистическим данным (по данным, полученным в результате наблюдений), их называют статистическими характеристиками.
	

Пусть дано статистическое распределение выборки объема :

	

	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	

	





где   - число вариантов.
	

Определение. Выборочным средним  называется среднее арифметическое всех значений выборки: 

.

	Выборочное среднее можно записать и так: , 

где - частость.


В случае интервального статистического ряда в качестве  берут середины интервалов, а  - соответствующие им частоты.



Определение. Выборочной дисперсией  называется среднее арифметическое квадратов отклонений значений выборки от выборочного среднего :


      или         .

Выборочное среднее квадратическое выборки определяется формулой: 

                                              .

Особенность  состоит в том, что оно измеряется в тех же единицах, что и данные выборки. 

Если объем выборки мал (), то пользуются исправленной выборочной дисперсией: 

.

Величина  называется исправленным средним квадратическим отклонением.

Выборочные начальные и центральные моменты.
Асимметрия. Эксцесс.
Приведем краткий обзор характеристик, которые наряду с уже рассмотренными применяются для анализа статистических рядов и являются аналогами соответствующих числовых характеристик случайной величины.
Среднее выборочное и выборочная дисперсия являются частным случаем более общего понятия – момента статистического ряда.


Определение. Начальным выборочным моментом порядка   называется среднее арифметическое - х степеней всех значений выборки:


    или    .

Из определения следует, что начальный выборочный момент первого порядка: .



Определение. Центральным выборочным моментом порядка  называется среднее арифметическое - х степеней отклонений наблюдаемых значений выборки от выборочного среднего : 


      или       .
Из определения следует, что центральный выборочный момент второго порядка :

.



Определение. Выборочным коэффициентом асимметрии называется число , определяемое формулой:  .
Выборочный коэффициент асимметрии служит для характеристики асимметрии полигона вариационного ряда. Если полигон асимметричен, то одна из ветвей его, начиная с вершины, имеет более пологий «спуск», чем другая.


Если , то более пологий «спуск» полигона наблюдается слева; если - справа. В первом случае асимметрию называют левосторонней, а во втором - правосторонней.

Определение. Выборочным коэффициентом эксцесса или коэффициентом крутости называется число , определяемое формулой :  

.
Выборочный коэффициент эксцесса служит для сравнения на «крутость» выборочного распределения с нормальным распределением. 
Коэффициент эксцесса для случайной величины, распределенной по нормальному закону,  равен нулю. 

Поэтому за стандартное значение выборочного коэффициента эксцесса принимают . 


 Если , то полигон имеет более пологую вершину по сравнению с нормальной кривой; если , то полигон более крутой по сравнению с нормальной кривой.

Вычисление числовых характеристик выборки
Таблица 6
	

	

	

	

	

	

	


	

	

	
	
	
	
	

	

	

	
	
	
	
	

	

	

	
	
	
	
	

	
	

	

	
	

	

	






 - середины интервалов;    - частоты;      - объем выборки;


с помощью суммы  находим ;



с помощью суммы     находим   и ;


с помощью суммы     находим ;


с помощью суммы     находим .
    
Упрощенный способ вычисления статистических характеристик  вариационных рядов
При больших значениях вариантов и соответствующих им частот вычисление выборочного среднего, дисперсии и выборочных моментов по приведенным ниже формулам приводит к громоздким вычислениям.




В этом случае используют условные варианты , определяемые по формулам:  , где числа  и  выбираются произвольно. 




Чтобы упростить вычисления в качестве   выбирают вариант, который имеет наибольшую частоту или находится в середине ряда. Число  называется «ложным нулем». В качестве  выбирают число равное длине интервала ( в случае интервального ряда) или наибольший общий делитель разностей .
Для вычисления числовых характеристик выборки составляем табл. 7.

Таблица 7.
	

	

	

	

	

	

	


	

	

	
	
	
	
	

	

	

	
	
	
	
	

	

	

	
	
	
	
	

	
	

	

	

	

	

	




Контроль: 


	С помощью сумм, полученных в нижней строке таблицы, находим условные моменты: 


                ,        ,  


                ,          .

Числовые характеристики выборки вычисляем по формулам:




   ;   ;         ;


     ;           ,  



где  и  находим по формулам:

,

.


Пример 5.  Вычислить числовые характеристики выборки, рассмотренной в примере 4 (табл.4), для которой построен интервальный ряд (табл.5).
· 
В качестве вариантов  возьмем середины интервалов. Перейдем  к условным вариантам. 

Вариант, значение которого  ,   имеет наибольшую частоту и находится в середине ряда.  Примем его за «ложный ноль» (начало отсчета). 

Условные варианты найдем по формуле: 

  ,




где ,   .

Составим расчетную табл.8 по форме табл.7

Таблица 8 
	

	

	

	

	

	

	

	


	-1,76
	2
	-3
	-6
	18
	-54
	162
	32

	-1,16
	6
	-2
	-12
	24
	-48
	96
	6

	-0,56
	11
	-1
	-11
	11
	-11
	11
	0

	0,04
	15
	0
	0
	0
	0
	0
	15

	0,64
	11
	1
	11
	11
	11
	11
	176

	1,24
	3
	2
	6
	12
	24
	48
	243

	1,84
	2
	3
	6
	18
	54
	162
	512

	

	50
	
	-6
	94
	-24
	490
	984




Контроль: 

 .   Расчеты проведены верно.

	По данным табл. 8 находим условные моменты:


 ,               ,


,                 .

	Находим числовые характеристики выборки:


   
   

 


 

Вычислим центральные моменты третьего и четвертого порядка:









	Вычислим выборочные коэффициенты асимметрии и эксцесса:



             . 

Статистические оценки
Одной из центральных задач математической статистики является задача оценивания теоретического распределения случайной величины на основе выборочных данных. 
При этом часто предполагается, что вид закона распределения генеральной совокупности известен, но неизвестны параметры этого распределения, такие  как математическое ожидание, дисперсия. Требуется найти приближенные значения этих параметров, то есть получить статистические оценки указанных параметров.


Определение. Статистической оценкой  параметра  теоретического распределения называют его приближенное значение, зависящее от данных выбора.




	Рассматривая выборочные значения  как реализации случайных величин , получивших конкретные значения в результате опытов, можно представить оценку  как функцию  этих случайных величин: . Это означает, что оценка тоже является случайной величиной.



	Если для оценки  взять несколько  выборок, то получим столько же случайных оценок .


	Если число наблюдений невелико, то замена неизвестного параметра  оценкой  приводит к ошибке, которая тем больше, чем меньше число опытов.

Точечные оценки
Статистические оценки  могут быть точечными и интервальными.


Точечные оценки представляют собой число или точку на числовой оси. Чтобы оценка  была близка к значению параметра , она должна обладать свойствами состоятельности, несмещенности и эффективности.




Определение. Оценка параметра  называется состоятельной, если она сходится по вероятности к оцениваемому параметру, то есть для любого  :  


.
	
Поясним смысл этого равенства. 




Пусть - очень малое положительное число. Тогда данное равенство означает, что чем больше объем выборки , тем ближе оценка  приближается к оцениваемому параметру .
	Свойство состоятельности нужно проверять в первую очередь. Оно обязательно для любого правила оценивания. Несостоятельные оценки не используются.





Определение. Оценка  параметра  называется несмещенной, если , то есть математическое ожидание оценки равно оцениваемому параметру. Если, то оценка  называется смещенной.
Это свойство оценки желательно, но не обязательно. Часто полученная оценка бывает смещенной, но ее можно поправить так, чтобы она стала несмещенной. 
Иногда, оценка бывает асимптотически несмещенной , 

то есть  .
Требования несмещенности особенно важно при малом числе опытов.


Определение. Несмещенная оценка   параметра  называется эффективной, если она среди всех несмещенных оценок, в определенном классе оценок данного параметра, обладает наименьшей дисперсией.
Можно показать, что:


	-   является состоятельной, несмещенной и эффективной оценкой  в классе линейных оценок;


	-   является состоятельной, смещенной оценкой ;


	-    является состоятельной, несмещенной оценкой ;



(при больших  разница между  и  мала.  


 используется при  малых выборках, обычно при ) ;






-  относительная частота  появления события   в   независимых испытаниях является состоятельной, несмещенной и эффективной оценкой, в классе линейных оценок,  неизвестной вероятности  (- вероятность появления события  в каждом испытании);



- эмпирическая функция распределения выборки  является состоятельной, несмещенной оценкой функции распределения  случайной величины .
Для нахождения оценок неизвестных параметров используют различные методы. Наиболее распространенными являются: метод моментов, метод максимального правдоподобия (ММП), метод наименьших квадратов (МНК).

Интервальные оценки
При выборке малого объема точечная оценка может существенно отличаться от оцениваемого параметра. В этом случае целесообразно использовать интервальные оценки.
Определение. Интервальной называют оценку, которая определяется двумя числами – концами интервала.








Пусть найденная по данным выборки величина  служит оценкой неизвестного параметра . Оценка  определяет  тем точнее, чем меньше , то есть чем меньше  в неравенстве  .




Поскольку  - случайная величина, то и разность  - случайная величина. Поэтому неравенство , при заданном может выполняться только с некоторой вероятностью.




Определение. Доверительной вероятностью ( надежностью) оценки  параметра  называется вероятность , с которой выполняется неравенство .


Обычно задается надежность  и определяется . Чаще всего надежность задается значениями от 0,95 и выше, в зависимости от конкретно решаемой задачи.


Неравенство  можно записать .


Определение. Доверительным интервалом называется интервал , который покрывает неизвестный параметр с заданной надежностью .

Доверительный интервал для оценки математического ожидания нормального распределения при известной дисперсии.


Пусть случайная величина имеет нормальное распределение: .




Известно значение  и задана доверительная вероятность (надежность) . Требуется построить доверительный интервал для параметра  по выборочному среднему . 


Чтобы подчеркнуть случайный характер  обозначим его  .


Примем без доказательства, что если случайная величина  распределена нормально, то и выборочное среднее , найденное по независимым наблюдениям, также распределено нормально.



Параметры распределения  таковы:   ;  .

Из теории вероятности известна формула для нормально распределенной случайной величины :

,


 где     - функция Лапласа, значение которой в точке 
находим по таблице (Приложение 2).


Учитывая, что  имеет нормальное распределение можно записать 



    или      ,


где  

Из последнего равенства по таблице Лапласа  находим   (Приложение 2).

 Тогда    и  доверительный интервал 

 


покрывает с надежностью   математическое ожидание .





Пример 6.  Случайная величина имеет нормальное распределение с известным средним квадратическим отклонением . Найти доверительный интервал оценки неизвестного математического ожидания по выборочной средней , если объем выборки , а надежность оценки .



  1. Находим :      

 По таблице значений функции Лапласа  .

   2. Определяем  .

Доверительный интервал  запишется в виде: . 	

Доверительный интервал для оценки математического ожидания при неизвестной дисперсии.




Пусть  случайная величина имеет нормальное распределение:  , причем  - неизвестно, - задана.


Если  неизвестна, то пользуются оценкой . 

 Введем  случайную величину     ,


 где - исправленное среднее квадратическое отклонение случайной                 величины , вычисленное по выборке: 

;


Случайная величина    имеет распределение Стьюдента с  степенью свободы. 

Тогда  доверительный интервал для оценки  имеет вид:

,

где   - выборочное среднее;

           - исправленное среднее квадратическое отклонение;


           - находим по таблице квантилей распределения Стьюдента                       (Приложение 4) в зависимости от числа степеней свободы  и доверительной вероятности .


Пример 7. Произведено пять независимых наблюдений над случайной величиной . Результаты наблюдений таковы: 





,  ,  ,  ,  .


Построить для неизвестного    доверительный интервал, если .


 1. Находим :   

         
  

  2. Находим : 







        



    3. По таблице квантилей распределения Стьюдента (Приложение 4) для  и   находим :

         

Доверительный интервал:


     или       .

Доверительный интервал для оценки среднего квадратического отклонения нормального распределения.    


1.  Если  неизвестно, то доверительный интервал  для оценки имеет вид:




где - объем выборки; - исправленное среднее квадратическое отклонение: 

,




       ,   -  квантили- распределения, определяемые  по  таблице   (Приложение 3)  



при   и  ,  .


Пример 8. Для оценки параметра  нормально распределенной случайной величины была сделана выборка объема в 25 единиц и вычислено .


Найти доверительный интервал, покрывающий  с вероятностью .


 Имеем , .




Доверительный интервал имеет вид:


      или     .


2. Другой вид доверительного интервала для оценки  нормального распределения  имеет вид:


  при   ;


   при  ;

где  - исправленное среднее квадратическое  отклонение;

         находим по таблице значений   (Приложение 5).


Пример 9. Для оценки параметра нормально распределенной случайной величины была сделана выборка объема в 25 единиц и вычислено .


Найти доверительный интервал, покрывающий  с вероятностью .



 Имеем , , 


 По таблице значений  находим  .
 Доверительный интервал имеет вид:


                   или . 



Замечание.  Доверительные интервалы в примерах 8 и 9 получили разные при одинаковых данных, но они с вероятностью  покрывают среднее квадратическое отклонение .

Элементы корреляционного анализа.	
Понятие функциональной, статистической и корреляционной зависимости.


Две случайные величины  и  могут быть связаны функциональной зависимостью, либо зависимостью другого рода, либо быть независимыми. 




Зависимость величины  от  называется функциональной, если каждому значению величины  соответствует единственное значение .


 Строгая функциональная зависимость в окружающем нас мире встречается редко, так как обе величины  и , или одна из них , подвержены еще действию случайных факторов. Если среди этих факторов есть общие для обеих величин, то в этом случае возникает статистическая зависимость.
Статистической называется зависимость, при которой изменение одной величины влечет изменение распределения другой.
Если изменение одной из переменных сопровождается изменениями условного среднего значения другой переменной величины, то такая зависимость является корреляционной.



Условным средним  называют среднее арифметическое значений , соответствующих значению .






Например, пусть при  случайная величина  приняла значения , , . Тогда условное среднее равно .




Если каждому значению  соответствует одно значение условной средней, то условная средняя есть функция от . В этом случае говорят, что случайная величина  зависит от  корреляционно. 



Корреляционной зависимостью  от  называют функцию .





Уравнение   называют уравнением регрессии   на ,  а ее график – линией регрессии  на .



Аналогично определяется условная средняя  и корреляционная зависимость   от  .



Условным средним  называется  среднее арифметическое значений , соответствующих . 



Корреляционной зависимостью  от  называют функцию .





Уравнение   называют уравнением регрессии   на ,  а ее график – линией регрессии  на .
Корреляционный анализ рассматривает две задачи.
Первая задача теории корреляции – установить форму корреляционной связи, то есть вид функции регрессии (линейная, квадратичная и так далее).





Вторая задача теории корреляции – оценить силу (тесноту) корреляционной связи. Теснота корреляционной связи (зависимости)  на  оценивается по величине рассеивания значений  вокруг условного среднего. Большое рассеивание свидетельствует о слабой зависимости  от , малое рассеивание указывает на наличие сильной зависимости.

Отыскание параметров выборочного уравнения линейной регрессии по несгруппированным данным.
Пусть имеются две случайные величины, и проводится их измерение.






 В результате  независимых опытов получены,  пар чисел ,  , ,   


Будем искать линейное выборочное уравнение регрессии  на  в  виде:







Так как по выборочным данным можно получить только оценки параметров, то оценку коэффициента  обозначим через , а оценку  — через , то есть   .


Параметры   и  находим методом наименьших квадратов по формулам:

,





Аналогично находится выборочное уравнение линейной регрессии  на :

, 
где 

,

.

Для оценки связи (тесноты) между случайными величинами обычно используется выборочная ковариация и выборочный коэффициент корреляции.
Выборочная ковариация (эмпирический корреляционный момент) записывается в виде: 

,
а выборочный коэффициент корреляции имеет вид:


      или     ,


где   ,  .







	Абсолютная величина (модуль) выборочного коэффициента корреляции не превосходит единицы, то есть    или . С возрастанием  линейная корреляционная зависимость становится более тесной,  и при   переходит в функциональную. Если  , то корреляционная связь испытаний  и   отсутствует.



Пример 10. В результате независимых испытаний получены пары значений случайных величин  и :
	

	10
	20
	25
	28
	30

	

	4
	8
	7
	12
	14



В таблице значения  расставлены в возрастающем порядке.




Найти выборочное уравнение линейной регрессии и выборочный коэффициент корреляции. Построить прямые регрессии  на и   на .
 Составим таблицу подсчетов (табл.16).
                                                                                                                                        Таблица 16
	
Номер опыта 
	

	

	

	

	


	1
	10
	4
	100
	40
	16

	2
	20
	8
	400
	160
	64

	3
	25
	7
	625
	175
	49

	4
	28
	12
	784
	336
	144

	5
	30
	14
	900
	420
	196

	

	113
	45
	2809
	1131
	469


1) 

Находим   ,  .
2) 

,     .


     ,             .

3) Вычислим эмпирический корреляционный момент:

.


Тогда коэффициент корреляции:    .



Значение   довольно близко к 1, следовательно, связь между случайными величинами  и  довольно тесная.

4) Найдем уравнения линий регрессии 




на :     













на :   
   





  



	5) Построим  линии регрессии ( Рис.6) . Для этого найдем точки пересечения линий с осями координат:




:       ,  ;      


                                          ,     




 :     ,  ;      


                                          , .


                      Рис.6                                                                 

Отыскание параметров выборочного уравнения линейной регрессии по сгруппированным данным.




При большом числе опытов одно и то же значение  может встретиться  раз, а одно и то же значение , соответственно,  раз. Причем  обычно


 ,  где   - объем выборки.


Одна и та же пара значений   может наблюдаться  раз.
В этом случае наблюдаемые значения группируют. Для этого подсчитывают частоты, и все эти результаты вносят в таблицу, которая называется корреляционной табл. 17.
Таблица 17.
	



	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	

	


	

	

	

	

	

	

	




где




    ;   - значения случайных величин и   или середины интервалов;


   ;   - соответствующие им частоты;


    - частота, с которой встречается пара .

Выборочный коэффициент корреляции определяется по формуле:
    


         ,  где    .


.

Вычисление  значительно упрощается, если ввести условные варианты. 

Проверка статистических гипотез. 
Статистической гипотезой называется всякое высказывание о генеральной совокупности (случайной величине), проверяемое по выборке (то есть по результатам наблюдений).
Примеры статистических гипотез:
- математическое ожидание случайной величины равно конкретному числовому значению;
- генеральная совокупность распределена по нормальному закону.
Гипотезы могут быть параметрические (гипотезы о параметрах распределения известного вида) и непараметрические (гипотезы о виде неизвестного распределения).
 	Различают гипотезы простые, содержащие только одно предположение, и сложные, содержащие более одного предположения.

Например, гипотеза  - простая;  



а гипотеза   : ,  ( где ) – сложная гипотеза, потому что она состоит из бесконечного множества простых гипотез.
Процедура сопоставления гипотезы с выборочными данными называется проверкой гипотезы. Для проверки гипотез используют аналитические и статистические методы.

Классический метод проверки гипотез.



В соответствии с поставленной задачей и на основании выборочных данных формулируется (выдвигается)  гипотеза , которая называется  основной или нулевой.  Одновременно с выдвинутой гипотезой , рассматривается противоположная ей гипотеза , которая называется конкурирующей или альтернативной.

	Для проверки нулевой гипотезы вводят специально подобранную случайную величину , распределение которой известно и называют ее критерием.

Поскольку гипотеза  для генеральной совокупности принимается по выборочным данным, то она может быть ошибочной. При этом возможны ошибки двух родов.

Ошибка первого рода состоит в том, что отвергается гипотеза , когда она на самом деле верна.

Ошибка второго рода состоит в том, что отвергается альтернативная гипотеза , когда она на самом деле верна.

1) Для определения вероятности ошибки первого рода вводится параметр : 




- вероятность того, что будет принята гипотеза , при условии, что  верна.



Величину  называют уровнем значимости. Обычно  выбирают в пределах .

2) Вероятность ошибки второго рода определяется параметром :




- вероятность того, что будет принята гипотеза , при условии, что  верна.


Величину , то есть недопустимость ошибки второго рода (отвергнуть неверную и принять верную гипотезу ) называют мощностью критерия.

Сущность метода.

Множество всех значений критерия разбивают на два непересекающихся подмножества: одно из них содержит значения критерия, при которых нулевая гипотеза  отвергается; другое – при которых она принимается.
Критической областью  называется совокупность значений критерия, при которых нулевую гипотезу отвергают.
Областью принятия гипотезы (областью допустимых значений) называется совокупность значений критерия, при которых нулевую гипотезу принимают.

Обозначим критическую область .









Если вычисленное по выборке значение критерия  попадает в критическую область , то гипотеза  отвергается и принимается гипотеза . В этом случае можно совершить ошибку первого рода, вероятность которой равна . Иначе, вероятность того, что критерий  примет значение из критической области , должна быть равна заданному значению , то есть.



Критическая область  определяется неоднозначно. Возможны три случая расположения . Они определяются видом нулевой и альтернативной гипотез и законом распределения критерия .




Правосторонняя критическая область (рис.4 а) состоит из интервала , где   определяется из условия 	 и называется правосторонней точкой, отвечающей уровню значимости .




Левосторонняя критическая область  (рис.4 б) состоит из интервала , где   определяется из условия 	 и называется левосторонней точкой, отвечающей уровню значимости .






Двусторонняя критическая область (рис.4 в) состоит из следующих двух интервалов:   и  , где точки   и   определяются из условий	 и      
 и называются двусторонними критическими точками.


Рис.4

Алгоритм проверки нулевой гипотезы.
1. 

Располагая выборкой, формулируют нулевую гипотезу  и альтернативную гипотезу .
2. 
Выбирают критерий проверки гипотезы , зависящий от выборочных данных и условий рассматриваемой задачи. Наиболее часто используют случайные величины, имеющие следующие законы распределения: нормальный, Стъюдента, Фишера-Снедекора, хи-квадрат.
3. 
Задают уровень значимости выбранного критерия и определяют соответствующую ему критическую область. Для определения критической области достаточно найти критическую точку   - ее границу.  Для каждого критерия имеются таблицы, по которым находят критическую точку.
4. Вычисляют значение критерия по результатам произведенных измерений и сравнивают с критической точкой.
5. Нулевую гипотезу отвергают, если вычисленное значение критерия попадает в критическую область, или считают справедливой, если оно окажется внутри области допустимых значений.

Проверка гипотез о законе распределения.

Во многих случаях закон распределения изучаемой случайной величины  неизвестен, но есть основания предположить, что он имеет вполне определенный вид: нормальный, экспоненциальный или какой-либо другой.

Пусть выдвинута гипотеза  о каком-либо законе распределения. 

Для проверки этой гипотезы  требуется по выборке сделать заключение, согласуются ли результаты наблюдений с высказанным предположением.
Статистический критерий проверки гипотезы о предполагаемом законе неизвестного распределения называется критерием согласия. 
Он используется для проверки согласия предполагаемого вида распределения с опытными данными на основании выборки. 
Существуют различные критерии согласия: Пирсона, Колмогорова, Фишера и другие. Наиболее часто применяется критерий Пирсона.

Проверка гипотезы о нормальном распределении генеральной совокупности по критерию Пирсона.

Пусть выборка из генеральной совокупности   задана в виде статистического  интервального ряда:

	

	

	

	



	

	

	

	





где      - интервальные частоты,   - объем выборки,



             - число  интервалов, - длина интервала, - середина интервала. 


Требуется проверить гипотезу   о том, что генеральная совокупность  распределена по нормальному закону, применяя критерий Пирсона. (К.Пирсон, 1857-1936 г; английский математик, биолог, философ).

Правило проверки.


1.  Вычисляем  и  ( см. Пример 5).

2.  Находим теоретические частоты . 
     Их можно вычислить двумя способами.

Первый способ

,



где  - объем выборки,  - шаг,   ;


     - функция Гаусса, значение которой в точке 
находим по таблице (Приложение 1).


      - вероятность попадания значений случайной   


       величины  в   - й интервал.


Для вычисления  составляем табл. 9.
      Таблица 9
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Второй  способ.                               





где  - объем выборки, ,



        - вероятность попадания  в   - й интервал, 

       -  значение функции Лапласа (Приложение 2).


Полагают , . 


Для вычисления   составляем табл. 10.
                                                                                                                               Таблица 10
	

	Границы интервала
	

	Границы интервала
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	-0,5
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3. Сравниваем эмпирические  ( ) и теоретические  () частоты с помощью критерия Пирсона. 

Для этого:
	1)  составляем  расчетную табл.11 , по которой находим 


 - наблюдаемое значение критерия   




Таблица 11.
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Контроль:  .  
	


2) Находим число степеней свободы :    



где - число интервалов; - число параметров предполагаемого распределения, 





Для нормального распределения , так как (нормальный закон распределения характеризуется двумя параметрами  и  ). 


4. В таблице критических точек  ( квантилей) распределения  

(Приложение 3) по заданному уровню значимости и числу степеней свободы 

находим  правосторонней критической области.


	Если  - нет оснований отвергнуть гипотезу   
о нормальном распределении генеральной совокупности. 

Если  - гипотезу отвергаем. 

Замечание.  

1) Объем выборки должен быть достаточно велик  .

 	2) Малочисленные частоты  следует объединить. В этом случае и соответствующие им теоретические частоты также надо сложить. 



Если производилось объединение частот, то при определении числа степеней свободы по формуле  следует в качестве  принять число интервалов, оставшихся после объединения частот.


Пример 11. Пусть из генеральной совокупности  задана выборка объемом 50 (табл.4). Требуется проверить гипотезу  о нормальном распределении генеральной совокупности по данной выборке.

 1. Из рассмотренных выше примеров известно:
- интервальный ряд  табл. 12
Таблица 12
	Интервалы
	

	

	

	


	
Частоты 
	2
	6
	11
	15



	Интервалы
	

	

	

	

	
Частоты 
	11
	3
	2
	
.


 


- числовые характеристики выборки , , 


,   (см. Пример 5).
     



    2. Проверим гипотезу  с помощью средних квадратических отклонений коэффициентов  и .


 Критерием распределения выборки по нормальному закону является равенство нулю коэффициентов  и .


 Если они отличны от нуля, то для предварительного выбора закона распределения вычисляют средние квадратические отклонения для  и : 



            




Если  и  отличаются по модулю от нуля не более чем на удвоенные средние квадратические отклонения, то есть  и  , то можно предположить, что данная выборка распределена по нормальному закону.


Рассчитаем  


                    .



Для   условие критерия выполняется: .


Для   условие критерия выполняется: .



Гипотезу  принимаем, то есть можно предположить, что генеральная совокупность  распределена по нормальному закону.
    

     3. Проверим гипотезу  по критерию Пирсона.


	1) , .

	2) Найдем теоретические частоты  вторым способом. 
Интервальный ряд (табл.12) содержит интервалы с частотами меньшими 5. Следовательно, два первых и два последних интервала объединяем, при этом соответствующие частоты суммируем.
 Составим расчетную табл.13 по форме табл.10.
Таблица 13
	

	Границы интервала
	

	Границы интервала
	

	

	

	


	
	

	

	
	

	

	
	
	
	

	1
	-2,06
	-0,86
	8
	

	-1,01
	-0,5
	-0,3438
	0,1562
	7,81

	2
	-0,86
	-0,26
	11
	-1,01
	-0,28
	-0,3438
	-0,1103
	0,2335
	11,675

	3
	-0,26
	0,34
	15
	-0,28
	0,45
	-0,1103
	0,1736
	0,2839
	14,195

	4
	0,34
	0,94
	11
	0,45
	1,19
	0,1736
	0,3830
	0,2094
	10,47

	5
	0,94
	2,14
	5
	1,19
	

	0,3830
	0,5
	0,1170
	5,85

	

	
	
	
	
	
	
	
	1
	50


	


3) Сравним эмпирические () и теоретические  () частоты. Для этого составляем расчетную табл.14 по форме табл.11

Таблица 14	
	

	

	

	

	

	


	

	


	1
	8
	7,810
	0,190
	0,0361
	0,0046
	64
	8,1946

	2
	11
	11,675
	-0,675
	0,4556
	0,0390
	121
	10,3640

	3
	15
	14,195
	0,805
	0,6480
	0,0457
	225
	15,8507

	4
	11
	10,470
	0,530
	0,2809
	0,0268
	121
	11,5568

	5
	5
	5,850
	-0,850
	0,7225
	0,1235
	25
	4,2735

	

	
	
	
	
	0,2396
	
	50,2396




Контроль: 

. Расчеты проведены верно.


4)  Зададим . 



Вычислим число степеней свободы  и найдем  (Приложение 3). Получим .


Следовательно, нет оснований отвергать гипотезу  о нормальном распределении генеральной совокупности .


Другими словами различие между эмпирическими () и теоретическими  () частотами незначительное (случайное), которое можно объяснить малым объемом выборки.

Построим нормальную кривую. Для этого составим табл.15.
Таблица 15
	Середины интервалов
	-1,76
	-1,16
	-0,56
	0,04
	0,64
	1,24
	1,84

	

	0,05
	0,19
	0,39
	0,52
	0,34
	0,14
	0,03






Рис.5

Так как гипотеза о нормальном распределении не отвергается, то нормальная кривая хорошо сглаживает гистограмму. 

Задачи для самостоятельной и групповой работы
Задача 1. Дан следующий вариационный ряд 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
 1 1 2 2 4 4 4 5 5 5
 Требуется 
 1) Построить полигон распределения
 2) Вычислить выборочную среднюю, дисперсию, моду, медиану.
 3) Построить выборочную функцию распределения
 4) Найти несмещенные оценки математического ожидания и дисперсии. 

Задача 2. Проведено выборочное обследование магазинов города. Имеются следующие данные о величине товарооборота для 50 магазинов города (xi – товарооборот, млн. руб.; ni – число магазинов).
 xi 25-75 75-125 125-175 175-225 225-275 275-325
 ni 12 15 9 7 4 3
 Найти 
 а) среднее, среднее квадратическое отклонение S и коэффициент V; 
 б) построить гистограмму и полигон частот. 

Задача 3. Из генеральной совокупности извлечена выборка объема n. Найти выборочную среднюю, выборочную дисперсию, выборочное среднее квадратическое отклонение, исправленную выборочную дисперсию, коэффициент вариации, моду и медиану.
 10,5 11 11,5 12 12,5 13 13,5
 2 18 40 25 6 5 4

Задача 4. Дана выборка. Требуется: 
 а) Построить статистический ряд распределения частот и полигон частот;
 б) Вариационный ряд;
 в) Найти оценки математического ожидания и дисперсии;
 г) Найти выборочные моду, медиану, коэффициент вариации, коэффициент асимметрии.
 10,20,20,5,15,20,5,10,20,5.
 
Задача 5. По данным 7 измерений некоторой величины найдены средняя результатов измерений, равная 30 и выборочная дисперсия, равная 36. Найдите границы, в которых с надежностью 0,99 заключено истинное значение измеряемой величины. 

Задача 6. Строительная компания хочет оценить среднюю стоимость ремонтных работ, выполняемых для клиентов. Каким должен быть объем выборки среди 1200 клиентов строительной фирмы, если среднее квадратическое отклонение по результатам пробного обследования составило 850 у.е., а предельная ошибка выборки не должна превышать 200 у.е. с вероятностью 0,95? 
 
Задача 7.  Из партии объемом 500 однородных товаров для проверки по схеме случайной бесповторной выборки отобрано 70 товаров, среди которых оказалось 56 небракованных. Найдите вероятность того, что доля бракованных товаров во всей партии отличается от полученной доли в выборке не более чем на 0,02 (по абсолютной величине), а также границы, в которых с надежностью 0,96 заключена доля бракованных товаров во всей партии. 
 
Задача 8.  Найти методом наибольшего правдоподобия оценку параметра p биномиального распределения, если в n1 независимых испытаниях событие A появилось m1 раз и в n2 независимых испытаниях событие A появилось m2 раз. 

Задача 9.  Используя метод наибольшего правдоподобия, оценить параметры а и σ2 нормального распределения, если в результате n независимых испытаний случайная величина ξ приняла значения ξ1, ξ2,…,ξn. 
Задача 10.  Случайная величина X (число появлений события A в m независимых испытаниях) подчинена закону распределения Пуассона с неизвестным параметром λ. Найти методом наибольшего правдоподобия по выборке x1, x2, ..., xn точечную оценку неизвестного параметра λ распределения Пуассона. 

Задача 11. Случайная величина – время безотказной работы изделия имеет показательное распределение. В таблице приведены данные по времени работы в часах для 1000 изделий. Найти методом максимального правдоподобия точечную оценку неизвестного параметра λ. 

Решения задач на проверку статистических гипотез.

Пример 1. Утверждается, что шарики для подшипников, изготовленные автоматическим станком, имеют средний диаметр 10 мм. Используя односторонний критерий с α=0,05, проверить эту гипотезу, если в выборке из n шариков средний диаметр оказался равным 10,3 мм, а дисперсия известна и равна 1 мм. 

Проверка гипотезы о среднем.

Пример 2. Из 200 задач первого раздела курса математики, предложенных для решения, абитуриенты решили 130, а из 300 задач второго раздела абитуриенты решили 120. Можно ли при α=0,01 утверждать, что первый раздел школьного курса абитуриенты усвоили лучше, чем второй. 

Проверка гипотезы о равенстве вероятностей.

Пример 3. Используя критерий Пирсона, при уровне значимости 0,05 проверить, согласуется ли гипотеза о нормальном распределении генеральной совокупности X по результатам выборки:
 X 0,3 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1 2,3
 N 7 9 28 27 30 26 21 25 22 9 5

Проверка гипотезы о нормальном распределении по критерию Пирсона.

Пример 4. Отдел технического контроля проверил n партий однотипных изделий и установил, что число нестандартных изделий в одной партии имеет эмпирическое распределение, приведенное в таблице, в одной строке которой указано количество xi нестандартных изделий в одной партии, а в другой строке – количество ni партий, содержащих xi нестандартных изделий. Требуется при уровне значимости α0,05 проверить гипотезу о том, что случайная величина X (число нестандартных изделий в одной партии) распределена по закону Пуассона. 

Проверка гипотезы о распределении Пуассона.
Линейная регрессия, коэффициент корреляции.

Пример 5. Имеются данные средней выработки на одного рабочего Y (тыс. руб.) и товарооборота X (тыс. руб.) в 20 магазинах за квартал. На основе указанных данных требуется:
 1) определить зависимость (коэффициент корреляции) средней выработки на одного рабочего от товарооборота,
 2) составить уравнение прямой регрессии этой зависимости. 

Построение прямой регрессии.

Пример 6. С целью анализа взаимного влияния зарплаты и текучести рабочей силы на пяти однотипных фирмах с одинаковым числом работников проведены измерения уровня месячной зарплаты Х и числа уволившихся за год рабочих Y:
 X 100 150 200 250 300
 Y 60 35 20 20 15
Найти линейную регрессию Y на X, выборочный коэффициент корреляции. 

Нахождение коэффициента корреляции и линейной регрессии.

Пример 7. Найти выборочное уравнение прямой регрессии Y на X по заданной корреляционной таблице 
Решение задач построения выборочного уравнения регрессии по таблице.

Дисперсионный анализ.

Пример 8. При уровне значимости α=0,05 методом дисперсионного анализа проверить нулевую гипотезу о влиянии фактора на качество объекта на основании пяти измерений для трех уровней фактора Ф1 – Ф3. 
Номер измерения Ф1 Ф2 Ф3 
[bookmark: _GoBack] 1 18 24 36
 2 28 36 12
 3 12 28 22
 4 14 40 45
 5 32 16 40 
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